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摘  要   求线面角的基本思想方法是将空间角的计算转化为计算平面内的角, 然后再用代数、三角的方法求解，这种将空间问题向平面问题转化的思想方法, 是立体几何中十分重要的思想方法, 同时它也体现了等价转化、数形结合的思想, 充分地展示了平移法、射影法、补形法这些立体几何特有方法的威力. 

关键词   线面角  空间角  平移法  等体积法  空间向量方法
线面角——直线和平面所成的角

1．定义: 平面的一条斜线和它在平面上的射影所成的锐角, 叫做这条斜线和这个平面所成的角.

若直线
[image: image203.png]
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平面
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, 则
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与
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所成角为
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;

若直线
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平面
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或直线
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平面
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, 则
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与
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所成角为
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2．线面角的范围: 
[image: image16.wmf][0]
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，

.

3．线面角的求法：

(1)定义法(垂线法)．
(2)虚拟法(等体积法). 
(3)平移法．

(4)向量法.

线面角是立体几何中的一个重要概念, 它是空间图形的一个突出的量化指标, 是空间位置关系的具体体现, 是培养学生逻辑推理能力, 树立空间观念的重要途径, 故线面角一直以高频率的姿态出现在历年高考试题中.

求解线面角问题一般遵循(找)、证、算三个步骤, 并多以棱锥与棱柱作为考查的载体. 求解线面角的方法主要有两种: 一是利用传统几何方法; 二是利用空间向量方法. 

总之, 求线面角的基本思想方法是将空间角的计算转化为计算平面内的角, 然后再用代数、三角的方法求解, 这种将空间问题向平面问题转化的思想方法, 是立体几何中十分重要的思想方法, 同时它也体现了等价转化、数形结合的思想, 充分地展示了平移法、射影法、补形法这些立体几何特有方法的威力.

本作者试就这一热点作一比较系统的归类与分析.希望对同学们进行有针对性的训练和复习有一定的帮助.

例题分析

(1) 定义法(垂线法): 斜线与它在平面内的射影所成的角, 即为线面角；解决该类

问题的关键是找出斜线在平面上的射影，然后将直线与平面所成的角转化为直线与直线所成的角，在某一直角三角形内求解．

例1[2011·天津卷] 如图，在四棱锥P－ABCD中，底面ABCD为平行四边形，

∠ADC＝45°，AD＝AC＝1，O为AC的中点，PO⊥平面ABCD，PO＝2，M为PD的中点．

(1)证明PB∥平面ACM；

[image: image1.wmf]l

(2)证明AD⊥平面PAC；

(3)求直线AM与平面ABCD所成角的正切值．

证明：(1)连接BD，MO.

在平行四边形ABCD中，因为O为AC的中点，

所以O为BD的中点．又M为PD的中点，所以PB∥MO.

因为PB⊄平面ACM，MO⊂平面ACM，所以PB∥平面ACM.

(2)因为∠ADC＝45°，且AD＝AC＝1，

所以∠DAC＝90°，即AD⊥AC.

又PO⊥平面ABCD，AD⊂平面ABCD，所以PO⊥AD.

而AC∩PO＝O，所以AD⊥平面PAC.

[image: image197.png]


(3)取DO中点N，连接MN，AN.

因为M为PD的中点，所以MN∥PO，且MN＝PO＝1.

由PO⊥平面ABCD，得MN⊥平面ABCD，

∴∠MAN是直线AM与平面ABCD所成的角．

在Rt△DAO中，AD＝1，AO＝，所以DO＝.

从而AN＝DO＝.

在Rt△ANM中，tan∠MAN＝＝＝，

即直线AM与平面ABCD所成角的正切值为.

【点评】 求线面角, 解题时要明确线面角的范围, 利用转化思想, 将其转化为一个平面内的角, 通过解三角形来解决. 求解的关键是作出垂线, 即从斜线上选取异于斜足的一点作平面的垂线. 有时也可采用间接法和空间向量法, 借助公式直接求解.

(2)虚拟法(等体积法)：线面角的求法还可以不用做出平面角．可求出线上某点到

平面的距离
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，利用
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可求. 即先运用等积法求点到平面的距离，后虚拟直角三角形求解. 
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例2．[2011·全国卷] 如图，四棱锥
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中， 
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,
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，侧面
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为等边三角形，
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（I） 证明：
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平面
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（II）求
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与平面
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所成的角的大小．

（I）证明：取
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的中点
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，连接
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∴ 四边形
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∴
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同理可证: 
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（II）解: 线面角的求法还可以不用作出平面角,可求出线上某点到平面的距离
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,利用
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可求,故只需求点
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到面
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的距离
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即可.

由等积转化思想可知，
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设点
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到面
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的距离为
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,点
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到面
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由（I）问可知, 
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平面
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, ∴
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由②式可知, 
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[image: image75.wmf]SAB

, ∴
[image: image76.wmf]SDAB

^

, 又∵
[image: image77.wmf]//

ABCD

 , ∴
[image: image78.wmf]SDCD

^

.

∴ 
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由①式可知, 
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由
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【点评】 以上解法主要运用三角形全等和等积转化的思想，思路自然，属常规通法，是高三学生应熟练掌握的基本思想和方法．

(3)平移法：通过三角形的中位线或平行四边形的对边平移，计算其平行线与平面所成的角，也可平移平面．
例3．[2010·山东卷] 如图，在五棱锥P-ABCDE中，
[image: image90.wmf]^
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平面ABCDE，AB∥CD，

AC∥ED，AE∥BC，
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，三角形PAB是等腰三角形．
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（Ⅰ）求证：平面PCD 
[image: image92.wmf]^

平面PAC；

（Ⅱ）求直线PB与平面PCD所成角的大小．

解：（Ⅰ）证明：因为
[image: image93.wmf]Ð

ABC=45°，AB=2
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，BC=4，

所以在
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中，由余弦定理得：
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解得
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，所以
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即
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，又PA⊥平面ABCDE，所以PA⊥
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又PA
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又AB∥CD，所以
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又因为
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，所以平面PCD⊥平面PAC；

解法一（平移直线法）：延长线段AE，CD，

相交于点H，连结PH，构成四棱锥P-ABCH，

如图所示.连结BH交AC于点M，取PH中点N，

则MN∥PB，所以直线PB与平面PCD所成的角

就是直线MN与平面PCH所成的角.

过点M作MG⊥PC于点G，因为平面PCD⊥平面PAC，

所以MG⊥平面PCH，所以∠MNG就是直线MN与平面PCH所成的角，

即直线PB与平面PCD所成的角.

取PC的中点F，连结AF，由（1）知PA=AC=
[image: image105.wmf]22
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所以AF⊥PC，因为平面PCD⊥平面PAC，所以AF⊥平面PCH.

又因为MG⊥平面PCE，M为线段AC的中点，所以G为线段FC的中点，

所以MG=
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[image: image108.wmf]MG

MN

=
[image: image109.wmf]1

2

，所以∠MNG=
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即直线PB与平面PCD所成角的大小为
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解法二（平移平面法）：如图，构造三棱柱
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由（1）知PA=AC=
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，所以AF⊥PC，

因为平面PCD⊥平面PAC，所以AF⊥平面PCD.

过点B作
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连结
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，则
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就是PB在平面PCD上的射影，

∠BPF′就是直线PB与平面PCD所成的角.

因为sin∠BPF′=
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，即直线PB与平面PCD所成角的大小为
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.
【点评】 利用平行线与平面所成的角的相等性，通过补充图形，完成合理转化.
(4)向量法: 设平面
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的法向量为
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, 直线
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.即利用平面的法向量将线面角问题转化为两个向量的夹角问题, 

可避免作角这一步骤, 从而降低了求解的难度.
例4．[2007·全国卷]四棱锥
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（Ⅰ）证明
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（Ⅱ）求直线
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与平面
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解：（Ⅰ）作
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如图，以
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建立直角坐标系
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（Ⅱ）取
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【点评】 即利用平面的法向量将线面角问题转化为两个向量的夹角问题, 可避免作角

这一步骤, 从而降低了求解的难度.
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